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l. Definizione di un insieme R e alcune sue proprietà. La struttura (R,e,=)
Sia X un insieme infinito di "atomi": se a e X è un atomo, non si può
scrivere "x e a", cioè a è un elemento di X che, a sua volta, non è un In
sieme.
Si definiscono induttivamente t ·, , , X X X __ ",(nU-ì X,)seguen 1 1 ns 1eml : = "
o ' n k=o K
~
~n e N e si cons idera l'i ns i eme U X, Se X = R avremo:
n=o n
~
R = U R
n=o n
si chiamano gli "individui" diGli elementi di R che appartengono ad R
o
R, mentre gli elementi di R che appartengono a qualche R , n ."_ l, si di cono
n
le"entità" di R. (R,e,=) dicesi la "superstruttura" costruita sugli atomi di R.
Alcune proprietà di R.
a) ~ è un' entità: ~ e ~ (R ) = Ro l
p-l p-l P
b) R c R ~n > p > l : x e ~(k~o Rk) -> X C k~oRk =>x c k~oRk ~q > p-lp n
q
cioè x e~\~o \) = Rq+ l ' q+l :: p.
n
c) k~oRk = R U R : si tenga presente che R è disgiunto du ogni R cono n o n
n > e l a b) .
d) R e R Vp O < p .:. n-l e ~n > l : R c R UR1"·UR,, R c R U Rn- l 'p n - p o n-, p o
R e<s'(RoU R
n
_l ) = RP n
e) Se xeyeR n ~ l, x e R U R
n-l : y ~ Ro U Rn_l e quindi x e R U Rn-l'n o o
se n > si avrà U xeR l: infatti xeR UR l=>xeR l'










n .. l, x e R : y c R URI > x c. R U R l' ci oè xeRnn o n- o n-
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g) Se (xl,xZ .... xh) e y e Rn(l), n.:. l, xl eRo U Rn_l,,,,,xh e Ro U Rn_1,
in particolare se b, relazione binaria,€ R n ~ l, dom b ={x:()Y)(x,y)€b)€R
e anche rangb ={y:(3x)(x,y)€b}€R: infatti, per e) (xl,xz",xh)€R U R 1
o n- I
cioé , {xl' (xZ... xn)}) e R U R = R Ues (R U R Z),o n-l o o n- cioé
e quindi
{Xl,(XZ"'Xh)} e Ro U Rn_Z > xl eRo U Rn_3 c Ro U Rl
( ) e R U R C R U R (2)xZ' "xh o n-3 o n-l
ed anche
Se (xl,xZ) e b e Rn n ~ l, xl € Ro U Rn_l e {Xl :(hZ)(xl ,xZ)eb) c Ro U Rn_l
e quindi {xl: .... ·.} € ~(R U R l) = R, cioé dom beR . .~nalogamente
o n- n
per rangb.
h) Se x é un sottoinsieme finito di R, x e R; x = {xl,xZ ... xn} con x.eR,1
P
cioé x c kU Rk ==> X e ~(R U R ) = R l=0 o p p+
i) Se x € R n ~ l, ~ ( x) e R l; X e i? (R U R l) => X c R U R l =>
n n+ o n- o n-
~(X) c R -><5(x) c R U R, 0(x) € R l'
n o n n+
l ) Se Xl ' X
z
... xh e ~, (xl' Xz ... xh) e F e Xl x Xz ... x Xh e R. In partico1~
re ogni relazione ~, considerata come sottoinsieme di un prodotto cartesiano,
e R quando domini e rango € Il
( 3 )
(I) Come si vedrà in l) se xl, ... \€Ro,(xl,xZ, ... \)eRZ(h_l)' per cui n deve
essere, almeno, Zh-l.
(2) [{Xl}' {XZ",Xh)}} et5(Ro U Rn_Z) => ({xl},(xl(xZ"'xh)}} c Ro U Rn_Z =>
(xl,(xZ""'xh)} e Ro U Rn_Z ==> {xl,(xZ'''xh)} e Rn_Z ='b(Ro U Rn_3) =>
(XZ... xh) e R U R 3o 11-
Anche le funzioni € P se dominio e codominio e R, infatti (x,y. x R,V) € IR.
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Si noti che se, per es" e
{Xl,XZ} € Rn+l per h) ed allora {{xll,{xl'XZ}l = (xl ,XZ)




ZR c RZ' Analo-
gamente se xl ,xZ,x3




( xl ' x
z




La formula è vera \lh > 1. Infatti: (xl""xh+l ) = ((Xl,,,xh),xh+l)eRZ(h_l)+z=RZh'
Rh c h Q ) (,:I _RZ(h_l) -> R € S(RZ(h_l) c S(Ro U RZ(h_l))-R Zh _lSi osservi che
h
R € RZh - l '
Facciamo vedere che xl x Xz € .R. Se xl € R , Xz € Rn p.:,l, n > " Xl e, .p -
X2 E Rn se n .:, p, sicché xl e Xz € R € Rn+l e per l a e) Xl U X2 e Rn n
ed anche ~(x U xZ) € R per la i ) ; se xl € Xl e x2 € XZ' xl e X2€X l U X2l
e qui ndi {xl l e (Xl ,xZ)~ ~(Xl U XZ) e ciò vuol dire che (xl,xZ) -
= ({xll,{xl,xZJì €'S(5(X l U XZ)): in definitiva, (x l ,x2) € Xl l( Xz
=<> (xl,xZ) €~(~(Xl U XZ)) ossia Xl x Xz C~(~(Xl U XZ))€ R = XlxXZ€R per f)
Si osservi che la formula hR t RZ(h-l) può essere stabilita come applicazione
della formula ora ottenuta:
RZ = R x R c r;' (t3( R U R) =q (Rl ) c ~( Ro U Rl) = RZ'
R3 = RZ x R d'('?(R U R~)) d)(~(R U RZ) ='S'(R3) c; R4 ,
Supposta vera con l'indice h, è vera con l'indice hh+l: Re RZ(h-l)
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2. La struttura J(R ,e
F
, =F)'
Sia J un insieme infinito e sia F un ultrafiltro di sottoinsiemi di J
(non vuoto), cioè un insieme non vuoto di sottoinsiemi di J tale che:
l) ~ ~ F ; 2) x e F, y e F => X n ye F ; 3) x e F , x c y c J =~Y e F ;
4) x c J => x e F aut J - X e F .




in "J definita da
= di "e ele relazioni di
Denotiamo con RJ l'insieme di tutte le
a -> *a di"




Def. Se Cl e S sono elementi di "J:
l ) Cl - S se e solo se ' . e j :et(i) =S(i)} e F
-F t 1
2) Cl e F S se e solo se {i e j : Cl ( i ) eS;i)) eF
Si ha che: V a,b e R:
l ' ) (a b) < > (lOa •b)= =r
"
e b)<=> (lOa ;,2' ) (a e F b)
* . • • e J e F • •Infatti se a = b . a ( 1 ) = b( 1 ) Vi e quindi a = j:' b se
che, pertanto, non è vuoto, si ccné ; i e ,]
• ") ;, (.) bt.C. a= a\1 = bl =
VieJ). Analogamente per 2').
cioè a = b (poiché ·a(i) = a * .e b(l)=b
giustificata dal fatto che V~'0 elementi di
Cl f S ed Cl e F S oppure Cl ~ eoppurerisulta:
Pertanto le relazioni "= F "
di R in "J. Tale definizione è
RJ
Infatti sia J l
= (ieJ : Cl (i) = S(i)}, J 2 = (ieJ ari) f S:i)); poichè
']1 U J
z
= J, si ha che ,1
1
e!:' oppure (aut) J 2 = J- J 1 E F . Analogamente
per La relazione =F è di equivalenza, come è facile verificare.
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Z. Alcune proprietà dell 'iT'lmersione a -+"'a di R in RJ .
(i ) ;, RJ :$ è vuoto. Infatti, qualunque sia a, elemento di {i E J x(i ) E q: )" ;;:
tF (]x &- ..= ~ , ciò vuol dire che 'C $).r
(i i ) Va,b E R b< >• " >:si deve far vedere che • ". a c a c b; z E_ a ==,;: , Z Ec ".
nel l 'ipotesi che (x E a) =>(x E b) ..a4=:> Jl={iEJ z( i )Z Ef ed;€F=>J, c ,J "I c
= (i E J : z(i) E bI E. F cioé
<= E' ovvio; si deve far vedere che x € a = x € b nell' ipotesi che:
" ~ si .. .. l'ipotesiz €F a =>z €F b: se x E a ha che x
€F a e per
• • b poichéx
€F b <=> x € x e b € R.
• ••(i i i) Va € R : (a I = t a I
<-->{i € J : x(i) = al
<=> (i € J x(i)€ {a}}€~<=>
<=> X €F{·al (si tenga presente per il l° passaggio; che ·(aì( i) = ia: ViEJ).
(iv) Se a] ,aZ, ... ,a
n
€ R:
.n n. .. .. "('Ul a.) = ,U l a.; basta far vedere che (al U aZ) = al U aZ.Infatti:1= 1 1= 1
;, J FX €F (alU az)<=> l = (i € J x(i) € al U aZ) € sicché
(4 )
ciò implica che
•x €F at oppure
almeno uno di tali insiemi ,1Z'
. . .
x €F aZ' eloe x





Z e F o J3 € F, ,l, =,]Z UJ 3 € ~.I
"' n A .. "'( lì .. ,ì ;,(n a ) = a. ; basta far vedere che al aZ) = al aZ' Infatt.i:i=a i i =l 1
x(i)€ al) lÌ {i € J = J n2 c i ò i mp l i ca
,j E F
Z e ')3 E F , s i ha qu i nd i cioé
n
(4) Se i~l~€F (FicF,i=l,Z, ... ,)allora FiEF per almeno un indice i:infatti se nessu
F.€F, tut.ti gli F~(cof'lplementari di F.)EF e quindi l'iF 1:eF e ciò implica UF ..,=';= F'·'l l 1 -; "
contro l'i potes i .
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{ li' • ,= al' a2 J ; segue che
*x ... x a
n
(i e J : ~(x(i),y(i)) = z(i) e al x a2} eF. Sia x d RJ t.c, x(i) = x(i) Vi e el1 ,
s i ha che .1 cl
- * .J2 = (i e J : x(i) e al}' cioé x e F al; analogamente, Sla
(x,y)e r -aix *a2 ed (X'Y)=F z.
* * * *(v) Va,b e R: (a-b) = a - b; x e,:: (a-b) < > , i :. )J =(i e J : x( i) e a-b i \ el F :=:::>
J J l i J . x(i ) al " ·1 J l i J x( i ) t bì F cioéc = e e e' e c = e el 2 l 3
,.,
*b J c \1 rt, l x( i )x eF a - Viceversa se e e , = { i , e a - b; e F2 3 , 2 '3 ,
(vi) Se beR, b relazione binaria: 1dom b) = *" * *dom b, (ran b) = ran b e VaeR:
,., • 1 ,.,,., *,.,(b(a)) = ly: (:lx)(x e a ,,(x,y) e b) = b( a) .. {y : (jx)(X€ a,\x,y)€ bi;
,.,
x er (domb)<=> .)1 = li € J : x(i) e domb}e F , vuoldire che Vi € el1 3y(i)
ta le che (x (i ) ,y ( i )) € b <=>
Analogo discorso per il rango.
* ,.,(x,y) eF b <=> x €f'domb. Il viceversa è ovvio.
z e/iY : (3x)(x € a-lx,y) € b} <=> ']1 = li e J : z(i) E {y : (3x)(x € a.(x,y)ebi.,;:
3 - J<=> li E J : ( x(i) e a ~(x(i), z(i))€bl = cl 1 . Sia x di R t.C.
* *Vie J l : (x,z)€F b e XEr a poiché c1 2 = {i e J : xCi )eab c'l'
(5) a-b c a E R =>a - bER
n n
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Il viceversa: se .J e F2 e
J lì ,1 € F
l 2
4. L'ultrapotenza di Il rispetto ad F
a di "J si dice "interno" se esiste un numero naturale n > OUn elemento
"t.C. a €F Rn·
1
Sono quindi elementi interni di RV quelle applicazioni ( {')'a, l i. ]
. l e,o
che assumono valore in qualche R . Es.
n
ali) = i € R • Gli elementi
o
a di
RJ , cioè le funzioni di costante valore a, sono ele-
"' ,.,
<=> a €r R
n
: si dicono "standard". Un elemento




b. TUttl gli altri elea "t. c.3 b € R




menti interni, poi chè
tutti gl i e l ementi i nterni di
*s i i nd ica co n si mbo ìoR,
riguardati come elementi di
a di RJ è,quindi ,standard
J




Si osservi che gl i elementi interni
dard "R ("R _. t . te 1n erno, 1n quan o
n n




+l ed è standard poichè Rn f. R).
Gli elementi interni si possono caratterizzare nel seguente modo:
Teorema: Le seguenti proposizioni sono equivalenti:
1) a, elemento di RJ , è interno.
2) a è elemento di un'entità standard.
Dim. l ) 2) *R ed "==> a
€r R è standardn n
2) ==> 1) a
€F *b con b € R; b € R per qualche n, cioè b € 'Si R lJ Rn o
beR U R
n-l' *b c *R IJ *Rn-l e quindi a e "'R U "Rn-l çioé a è interno.o o r o
Teorema. o' Se a e.o b e *R n > l ) , a è interno (cioè gli elementi di ent i tà
r F n
interne sono interni) : b
€-
"R <=->J = {i
€
,
. b(i ) € Rn) i. i € J b( i ) c f{ ULl v - -r n o 1· I
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e a ec-b<=> J = {ieJ:a(i)eb(i))} e F: Yi e J1() J2 e F a(i ) e R U Rn- l ', 2 o
* ,oRcioè a eF Ro U n-l'
* * ultra fi ltro5.- L'immersione a -+ a di R i n R è propria se F è o-incompleto.
In questo paragrafo si dimostra che, nell 'ipotesi che F sia o-incompleto,
vi sono elementi interni di RJ che non sono standard, ciò vuo1 dire che R
è propri amen te i lTlTIerso i n ,oR.
l° Teorema fondamenta1e.- Se F
ha infiniti elementi allora esiste
chè elemento di entità standard).
è o-incompleto (6) ed aeR è un'entità che
*be a che non è standard. (b è interno pe~
Dim. - Poichè F è
di J ta l e che, Yn e N
o-incompleto, esiste una partizione numerabi1e {1 1,1 2, ... In




conosce se esistono ultrafiltri
(6) F si dice 6-incompleto se esiste una successione FneF t.c.
Si dice o-completo quando YF eF (F successione) : ì'\lF eF,
n n n= n
2a proprietà di filtro vale per un numero infinito di F eF.Si ricorda che non si
n
o-completi liberi, mentre ogni o-incompleto
è libero, cioè n(G:GeF) = ~.
(7) Le seguenti proposizioni
b) 3{!1,1 2,.",l n- l ".} di
sono equivalenti: a) F è o-incompleto.
J tale che I ~F,Yn.
n
Dim.- Si ricorda che F è o-completo <=> ~F è una misura (cfr. C'i])
a <=> b. Poichè F è o-incompleto ~F non è una misura, sicché non vale la
completa additività, cioè jF, successione di parti di J, con F.rìF.=~i;lj, ta-
ce O) n lJ
le che ~(n~l) ;I n~l~(Fn)' cioè il 1° membro deve essere l, il 2° membro 0, il
00 00 I
che vuo1 dire n~l FneF ed Fn~F,Yn. Posto Fo =(i~lFn) si ha che Fo~ F ed
{FO,Fl, ... ,F
n
, ... } è una partizione numerabile di J ed Fn~F Vn=O,l, ... ;
b => a. Se I n ~ F,
la successione degli
In'=J-I eF, inoltre n1In'=J- "11 =~ ~F
n n= n= n
l' è quella richiesta."
n
,
essendo U11 = J,n= n
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Inoltre, poiché a é infinito ( la sua potenza é ~ di quella di N, conseguenteme.':l.
te contiene un insieme numerabile) esiste una successione
tale che b f b
n m








b(i) = b1 Vi e Il' b(i) = b2 Vi e 12"" b(i) = bn
quanto non esiste
tro l'i potes i che
Ri su lta "b eF a poiché (i e J : b(i) e al = J e F. Ma b non é standard in
c e R tale che b =F "c.Se esistesse c, (ieJ : b(i)=c)eF con
b(i) assume valore costante solo nei sottoinsiemi I di J
n
che non appartengono ad F.
6.- Introduzione di un linguaggio formale
"L-struttura.
L; JR come L-struttura; R come
Mediante una corrispondenza blunivoca
tutte le costanti di un linguaggio formale
fra un sottoinsieme dell' insieme di
L e gli elementi della struttura
R si possono identificare le costanti di tale sottoinsieme con gli elementi di
R, sicché R diviene parte di L: si dice che R é una L-struttura. Indica-
(in particolare "standard") se tutte le costanti
tutte le formule ben formateto con K(L) (o semplicemente con K) l'insieme di
(wff) di L, che siano "ammissibili,,(8), l'insieme
come parte di un linguaggio formale
"l, ammissibile(9) ,si dice "interna"
wff di"L-struttura:
di tutti gli .enunciati ammissi-
,
analogo,si considera RCK (K c K). In modo
o o
"L .. RJ .
, Cloe e una
sarà denotato conbili veri in R
della formula denotano entità interne (in particolare "standard"). Indicato con
'K l'insieme di tutti gli enunciati interni di \, il sottoinsieme di enunciati
". "interni, veri in R, sara denotato con K.
o
sostituendone tutte le costanti con e lasciando invariate
,
L,wff ammissibile diche si ottiene da V,
" "al" .. ap
wff standard di'v è una
(8) Una wff è ammissibi'Je se il dominio di ogni quantificatore che figura in es:,a
è una specifica entità di R: (Vx) [[xea]==> ...J, (i., )[[.xea IA...J con a eR.
(9) Il dominio di ogni quant'ificatore, in tal caso, è una specifica entità di f(,
- la -
variabi l i e parentesi.
"v si dice 'Ia trasformata di
Il in *1<..
V mediante l'immersione "a -+ a propria di
7.- Un'altra importante propri eta dell 'immersione: V € Ko <==> "v €
LEMMA.- Sia V(x l , ... ,xp) una L-wff
xl .. ,xp e sia X = {(xl, ... xp) :
"X€ Il e X=((Y l ...Yp) : (Y l . "Yp)
ammissibile con le variabili libere
Allor'a
Dim. - X € R in quanto X c a € IR, cfr. f) di p.1.
Supponi amo V atomica, ossia (x1,···xp' al,···aq_l ) € aq
" ( , " "a l) €"VYl ...Ypl - (Yl"'Y p' al ' , , il e significa cheq- q
cioè "JV( (') ", € F.,le: Y1 i ...Yp '.l/.
~
" "z e X è elel"ento di a ~ V( z) e
(i€J:(y1(i), ... y (i),al···a l) € a )1 € FP q- q
Si tratta di far vedere che ogni elemento
viceversa. Infatti z e '\ <=> J l = (ieJ : z(i) e Xl e F-*,>
<= ,ì 1 = (ieJ : z(i) € a .V(z(i))} e f~/ [J 1 c~=(ieJ:z(i)eaì€ F e
J ." .-
'1 c ')3 = (ieJ:V(z(i)); e 'j <=> Z e a ...V(z). Il viceversa è ovvio, osservando
che se ' ) e ,] e F ,1 r 1 J e F Dimostriamo ora che il teorema é va l i do pe,'2 3 , 2 3
tutte l e V senza quantificatori: basta far vedere che se è vero per V è vero per-
Il ")[lV~ e se è vero per V ed W, è vero per Cv "\'J' v
sia y {(xl, .. ·X p) (x 1 .. ·x ) R - V(xl,· .. xp); si avra-- € a e ,.,j, p
'v {(y l .. \ (Y l ' "Vp) " 1
T
V(Y1 .. ·Y p)}= .y I € a "p
(iO) E' noto, infatti, che gli a1tri connettivi possono essere espressi in termini di
e di .....
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con Y = a - X ={(xl, •.. Xp)
"" ....Y = (a-X) = a-X.
Sia Y = {(xl" .xp) (xl" ,x p) e a .rV.di1) si avrà\" :..J'
* (Y l · .. Yp) *
... * ~Y = {(y, ...y ) e a
"
L V 1\ WJ}
I P
na:
.y = • ({ ••.• } Il { .... }) = *{ i n
Per le wff ammissibili, con quantificatori, si usa il principio di induzione sul
numero n dei quantificatori, essendo il teorema dimostrato per n = O, Sia V una
wff, arruni ss i bi l e, con n+l quantifi catori .
Può essere scritta nella forma normale prenessa, cioé V -t \ ()"I
- qx l"" qX 1 w\x"."n+ I
dove ~J
di V; supponiamo che
non ha quantificatori e Yl " .Yq sono le variabili libere
qX
n
+l sia il quantificatore 3Xn+l (altrimenti si cons i -




+l che appartiene ad R poiché V è
Y = (((yl ... y ),x l):((Yl"'Y)'x l)e a x b,{qx ) ... (qxl)W} con a e R.p n+ p n+ n
Per l'ipotesi induttiva e poiché "'(axb) = "a x *b risulta:
.. .. .. ..
Y = {((yl ...y ),x l):((Y l "'Y)'x l)e a x b ~(qxn) ... (qxl) Wip n+.· p n+
Il dominio della relazione binaria Y è:
X = dom Y = {(Y1.. ,Y p):(Y 1,,·Yp)ea· (lx n+1)(Xn+l e bA(qxn)".(qxlì~!):=
= {(Yl · "Yp) : (Y l , "Yp)e a 'V(Y l , .. vp) i
Il dominio della relazione binaria "Y è:
- 12 -
,"- '" '"(yl···y)e a,(~x l)(x le bA(qx ) ... (axl ) (,l)):p . n+ n+ n
ed essendo '" '"(dom Y) = dom Y
Si nun ora dimostrare il 2° teorema fondamentale.




_ve_r_o_ne_l_l_'_u_l_t_r_a,-po_t_e_n_z_a__R_= n~1 Rn diR.
Oim.- Nel caso che V è priva di quantificatori: o è atomica cioè del tipo
a€b, con a,beR oppure proviene da altre formule nel modo seguente: ,,=["" le
oppure V = [V('v2J. Dopo di ciò la dimostrazione si ottiene per induzione sul
numero di operazioni elementari occorrenti per ottenere la formula da formula
atomiche.
a€b <=>
Per formule atomiche il teorema è dimostrato, poiché, per definizione,
'" '"ae F b. Supposto vero per Wse V O'['" W], si ha:



















tudendo solo le costanti
Inoltre V = iVJVleK ..->VleK "V2eK <=>(per 1'ipotesi-12'0 o o
[* '"'1'" ··'"r J.V1' "2Je Ko Cloe LV1'V2 e Ko ' Se invece VeKo ha la forma normale
*w t *K <=> '" "'W e ~K
o o
nessa V = (qxn) ... (qxl)W dove Wnon ha quantificatori, si può supporre
dominio di (1x); per
n






= (ix ), allora VeK <=>{x :x ea,,(qx l) ... q(xl)W}= M0 dove
n o n n n-
"',. ,.A ={x :x e a .(qx l)'" (qx l ) Wl,n n n-
Tale risultato e l'altro, stabilito col teorema l° significano che:
è un modello non standard di R.
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